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MSE, 기초 선형대수학 : 핵심 개념부터 응용까지

 [연습문제 답안 이용 안내]

Ÿ 본 연습문제 답안의 저작권은 한빛아카데미(주)에 있습니다.

Ÿ 이 자료를 무단으로 전제하거나 배포할 경우 저작권법 136조에 의거하여 최고 5년 이하

의 징역 또는 5천만원 이하의 벌금에 처할 수 있고 이를 병과(倂科)할 수도 있습니다.
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 Chapter 01 연습문제 답안 

《Section 1.1》

1.    :일차방정식이다.

2.   :일차방정식이 아니다.(항)

3.  :일차방정식이다.

4.  
 :일차방정식이 아니다.(항)

5.   :일차방정식이 아니다.(항)

6.   


  :일차방정식이다.

7.   

8.  

9.  

10.  

11.  

12.   
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13.  해가없다.

14.      
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15.  


 



16.      

17.  (1) 개의 직선이 공통점을 갖지 않는다. 

(2) 개의 직선이 유일한 공통점을 갖는다. 

(3) 개의 직선이 하나의 직선으로 포개어진다. 
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《Section 1.2》

1.    ∈

2.    

3.  (2,4)

4.  (5,3)

5.  (2,3)

6.  (-3,1)

7.  (1,4)

8.  (-5,-2)

9.  (-3,2)

10.  (7,4)

11.  (3,1)

12.  (1,-2)

13.  (7,-1)

14.  (6,5)

15.  (6,-2)

16.  (-3,3)

17.  (4,-2)
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18.  (2,-1)

19.  (1.2, 0.2)

20.  해가 없음

21.  (1,2,3)

22.         
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 Chapter 02 연습문제 답안 

《Section 2.1》

1.       

2.     

3.       

4.  

5.     


  



6.         

7.  











 
  
  

8.  


 


  

  

9.  


 


 

 

10.  


 


 

 
,









  

 
  

11.        
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12.          

13.  의 -성분   

14.  의 -성분   

15.  의 첫 번째 행    

16.  의 세 번째 열 
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《Section 2.2》

1.  


 


  

  


2.  


 


 

  


3.  


 


  

  

4.  


 


  

  

5.   


 


 

 

6.    =


 


 

 

7.   = 










 
 
 

 

8.    =


 


  

  

9.   


 


 

 

10.   
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11.     


 




 

12.  


 


 

 

13.  (2)   ×    ×    ×  이라 하면 

  ×   ×    ×

                       ×    ×  × 

                     

(3)   ×    ×     ×   이라 하면 

    
  



 

 
 



 
  



  
 




  



 

 
 




  



  
  




 



 

 
 



     

(5)   ×    ×    ×  이라 하면 

    
  



      
  



  
  



          

(7)   ×  이라 하면

      ×       ×     ×     ×     

(8)   ×  이라 하면 

    ×     ×    

(9)   ×    ×  이라 하면 
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《Section 2.3》

1.  


 


 

 

 




 


 

 

2.  


 


 

 






 






3.  비가역

4.  비가역 

5.  











  
  
  

 


















 



  

 









6.  비가역

7.  











  
  
  

 
















 






 















 



8.  
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9.  











   

   
   
   

 
















 


 






 









 


 



 


 






10.  비가역 

11.   











  
  

 







  ≠

12.  











  
  
  

13.  











 
  
  

14.  











  
  

  



15.  











   
 
   












  
  
  











  
  
  











   
   
   

16.     

17.   
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18.   










  
 
  












  
 
  

 

19.   










  
  
  












  
  


  

20.   










  
  
  












  
  
  

 

21.       ⋯   ⋯   

22.  양변에 을 곱하면      그러므로  

23.  














  








 
































24.  
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《Section 2.4 연습문제》

1.  비가역

2.  가역

3.  가역

4.  비가역

5.  











  
 
  











  
  
  












  

  

6.  











  
  
  











  
 
  












  
 
  

7.  


 


 

 
 



 


 

 

8.      


 


  

  

9.    =


 


  

  

10.      =


 


 



11.    =


 


  

 

12.  대우인 “≠ 이고 ≠이면 ≠을 증명하자.” 의 영 아닌 성분을 라 하면 

의 성분은 이고 ≠이므로 은 영이 아니다. 그러므로 는 영이 아

니다.
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13.      

14.  det











  

  

  

 ≠

15.  닐포텐시: 3, 










  
  
  

16.  닐포텐시: 3, 










  
  
  

17.  증명 생략

18.  증명 생략

19.  tr tr이므로 tr ≠

20.   diag
 

 …
 












  ⋯ 

 
 ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

  ⋯


21.  단위행렬 과 행동치 이어야 하므로 주대각선 성분이 모두 영이 아니어야 한다.  

또한 그때의 역행렬은 주대각선 성분의 역수임을 알 수 있다. 즉, 

 diag
 

 …
 












   ⋯ 

 
  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

  ⋯
 
















 ⋯ 

 


⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

  ⋯



22.  
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23.  
 



 


 

 

24.  
 











  
  
  

25.  
 











   

   
   

   

26.  











  
  

  

27.  











  

















28.    ⋯ 
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 Chapter 03 연습문제 답안 

《Section 3.1》

1.  








   

  
  

,  








   

    
   

2.  








   

  
  





























,  









   

    
   





























3.  








    

   
   

,  








    

     
    

4.      

   

   

5.         

      

      

6.  (1) 


 


 

 

(2) 


 


  

  
REF, 



 


  

  
RREF

(3) 










   



    



(4) 








    

    
    

(5) 
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(6) 








    

    
    

(7) 








    

     
     

(8) 











   
   
   
   

   

7.   








   

    
    

 













   

    
    

  










   

     
    

 










   

     
   

8.         

9.         

10.              

11.          

12.             

13.          

14.        

15.          

16.                    

17.    

18.  ≠ 

19.    
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20.     

21.  
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《Section 3.2》

1.  비자명한 해를 갖는다.

2.  비자명한 해를 갖는다. 

3.  자명한 해 만을 갖는다.

4.  자명한 해 만을 갖는다. 

5.  자명한 해 만을 갖는다.

6.  비자명한 해를 갖는다. 

7.  자명한 해 만을 갖는다.

8.  비자명한 해를 갖는다. 

9.  












10. 










 



11.  계수행렬이 비가역이기 위한 조건은        

12.  x y   Ax Ay  b  b

13.        

14.  (83,-26,-10)

15.  계수행렬이 가역이므로 자명한해만을 갖는다.

16.  



- 22 -

17.    

18.  가우스소거법에 의하면    ⋯  
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《Section 3.3》

1.               

2.  x  

3.     

4.   










 

 

   










 






5.       










 
















 

 

 










 








6.  


 


 

 


 


 

 

7.  

8.   

9.  

10.   








  

  
  










  

  
  









  

   
   









  

   
  

11.  x =
















 



12.  3행은 1행과 2행에 의하여 생성된다. 

13.       
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14.    


  


  

15.    
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《Section 3.4》

1.  










    

    

    

    

2.    


A    A    A   


A   


A   


A

3.    A    A    A

4.    


A    


A    


A

5.    


A   


A    


A

6.       →  

7.    
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 Chapter 04 연습문제 답안 

《Section 4.1》

1.        

2.        

3.        

4.        

5.       이므로 짝치환

6.       이므로 홀치환

7.       이므로 짝치환

8.       이므로 홀치환

9.       이므로 짝치환

10.       이므로 짝치환

11.     
 

     

12.   
  
  
   

  
  
  
   

 ××   
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13.   
  
  
  

 ××  

14.   
   
  
   

 

15.   
    
   
   
   

 

16.   
   
   
   
   

   

17.   
    
    

     
    

 

18.   
    

       
    
    
    

 

19.  첫 번째 열과 세 번째 열을 교환 했으므로     

20.   
  

  
  

  
  

  
  

 

21.    을 이용하면      
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22.    이므로 행렬식 값은 불변이므로  이다.

23.       ,    or 

24.   
   
   

   
   풀이 :    ,  

 ±

25.    
    
    
    
    

  
   
    
   
    

  
   
    
   
    

  
   
    
   
    

  
   
    
   
    

  
   
  
   

  
  
  
  

 

26.       의 행연산을 하면 다음과 같다.

   
    
    
    
    
    

 .

27.  1열에서 2,3,4열을 빼고 다시 2열에서 3, 4열을 빼면 다음과 같다.

  
      

      

      

      

  
    

    

    

    

 ∙  
    

    

    

    

 

28.  ｜ ｜       
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29.  ｜  ｜ 


 



30.  ｜｜        

31.      



  



32.       

33.       

34.             




 



35.    


 


   

 

36.              

37.         
  
  
  

 이므로 ±

38.      이므로    이다.      또는    .

39.       
 이므로   이다. ±.

40.         


 .

41.       이므로  이다. 행렬 는 비가역행렬이다.
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《Section 4.2》

1.  










    
   

    

2.  -34

3.    








   

  
  











    
   

    












   
   
   

 det 

4.  











   







 



   

 

5.  














  



  



  



6.  











 


 



  






  


 



  



- 31 -

7.  











 





 






 












 








 












 



8.   
   
  
   

 이므로

 

 
   
  
   

 
   
  
   

 


   

 
   
  
   

 
   
  
  

 


   

 
   
  
   

 
  
  
   

 


 

9.   
   
     
   
     

 이므로         

10.   
   
 

   
  

 


 

   
 

  
  





11.   
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12.   

 
   
   

   

 
   

    
   

 


  

 
   
   

   

 
  
    

    



  

 
   
   

   

 
   
   

    
 



13.  같은 방법으로 하면            .

14.  같은 방법으로 하면         


   


    .

15.   

 
  
  
  

 
  
  
  

 



16.   

 
     
    
    
     

 
      
    
    
     

 

17.   
   
  
    

 이므로  

 
   
  
    

 
  
  
    

 

  
 이다. 그러므로   


.

18.  행렬식이 ±이고 adj의 성분도 정수이므로 행렬  의 모든 성분이 정수이다.
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19.   adj   det이므로 양변에 det 을 나누면 

det 


adj   

∴adj   det


  adj   .

20.   adj   det이므로 양변에 행렬식을 취하면 

detdetadj    det .

det  이면 양변 다  이므로 성립함.

det≠ 이면 detadj    det  이다.

21.   adj   det에서 행렬  대신 행렬 adj를 대입하면

adj adj adj   detadj 이고 양변에 를 곱하면

 adj adj adj  detadj

⇒ det adj adj  det  

⇒ adj adj   det   
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《Section 4.3》

1.    


 




2.   
  
   
  

    ⇔      

3.   
  
  
   

    ⇔     

4.   
    

   
   
   

  ⇔         ⇔            

5.   
    

   
   
   

  ⇔          ⇔         

6.   
     
     
      
     
       
       

  ⇔        

7.   
   
    
    
    

  ⇔     

8.   
       

    
     
    
     

  ⇔             

⇔           
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9.  

 
     


  

   


  

   


  

   


  

   


  

   

 

10.  세 점            을 지나는 평면의 방정식은 

 
   
   
   
   

 

이므로 점    이 위의 평면의 방정식을 만족하면, 즉 

 
   
   
   
   

 

네 점                가 같은 평면에 있다는 것과 같은 

의미이다.

11.    의 행렬식 번째 행에 대하여 여인자 전개하면 

det            
   ⋯ 

   ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱  
 ⋯    

     
   ⋯ 

   ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ 
⋮ 
 ⋯    

 

                   
   ⋯ 

   ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱  
 ⋯    

   ,  ( )열을 전개하면

                , 
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참고 : 실제로 일반항을 구하면 다음과 같다.      이고 

           

 ⇒       


 ⇒       
      

 

⇒    


   



 ⇒   


   




12.  행렬식  의 번째 행에 대하여 여인자 전개하면 

          
   ⋯ 
 ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱  
 ⋯   

     
   ⋯ 
  ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ 
⋮ 
 ⋯   

 

                    
   ⋯ 
  ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱  
 ⋯   

 , ( )열을 전개하면

               .

참고 : 은 피보나치수의 형태이다.
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 Chapter 05 연습문제 답안 

《Section 5.1》

1~4. 

 

 



2 3

2
3

-2

-3

a

b

c

d

5~8.









e

f

g h

9.  PQ          

10.  PQ               

11.  Q 
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12.  P     

13.  u v        
         
     

14.  uw v u   u  v w
       
   

15.  u v xw이므로 

x  u vw
      
  

16.  u∥a∥
a




   

 





17.  u∥b∥
b




   








 

18.  u∥c∥
c

 





   


 


 


 

19.  u∥d∥
d




   








  

20.  (1) a        ee

(2) b         ee

(3) c 


   


     


e e e

(4) d         ee e

21.  ∥PQ∥        

22.  그림에 주어진 벡터들의 합은 0이다. 

23.  좌표공간 ℝ의 경우는 좌표평면 ℝ의 경우와 마찬가지이므로 여기서는 ℝ의 벡터 

u   v    w   에 대하여 증명한다.
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(1) u v               

     

      

 v u

(2) u vw         

        

          

        

          

 u vw

(3) u      

   

    

  u
 u

(4) u u       

       

 u  u  

(5)u         u

(6) u    

   

    

   

 u

마찬가지로 u u

(7)  u     

     

    

      

 u u

(8) u v       

       

       

      

 u v

24.   
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25.  y













 

26.  z i j k

27.  w j k
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《Section 5.2》

1.  u⋅v ⋅  ⋅     

2.  x⋅y ⋅ ⋅   ⋅      

3.  a⋅b ⋅ ⋅      

4.  p⋅q  ⋅   ⋅ ⋅  

5.  cos 







6.  cos 





 




7.  cos 



8.  cos  

 


 

9.  u⋅u ∥u∥      

10.  u⋅v v⋅u ⋅ ⋅ ⋅   

11.  u⋅v u⋅v  u⋅v ⋅  

12.  u⋅v  ⋅  

13.  내적이 0이면 직교한다. 따라서 x과 수직인 벡터는 x x이고, x와 수직인 벡터는 

x , x와 수직인 벡터는 x , x과 수직인 벡터는 x이다. 특히 영벡터인 x는 모든 벡

터와 수직이다.

14.  서로 평행인 벡터는 한 벡터의 스칼라 배인 것이다. x과 평행인 x , x이다. 또 영벡

터는 모든 벡터와 평행이므로 x는 모든 벡터와 평행이다. 
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15.  cos ∥ ∥


, cos ∥ ∥


 , cos ∥∥
 

16.  cos ∥ ∥
 

, cos ∥ ∥
 

, cos ∥∥
 

17.  cos ∥ ∥


, cos ∥ ∥
 

, cos ∥∥


 

18.  cos ∥ ∥


, cos ∥ ∥
 

, cos ∥∥


19.  세 점 P  Q  R   을 각각 시작점과 끝점으로 하는 벡터는 

PQ      PR     이고, 두 벡터의 내적은 PQ⋅PR 이다. 

따라서 두 벡터는 수직이다. 그러므로 세 점을 꼭짓점으로 하는 삼각형은 

직각삼각형이다.

20.  u v ⋅w        ⋅   

       ⋅   

           

          

 u⋅w  v⋅w

21.  z가 x,y와 각각 직교하므로 내적은 z⋅x  z⋅y 이다. 한편 

z⋅x y z⋅x z⋅y
 ⋅ ⋅  

이므로 z는 벡터  x y  ∈R와 직교한다.

22.  x    라 하면 x  i  j   k이고,

    x⋅i  x⋅j  x⋅k 이므로 주어진 식이 성립한다.

23.  u⋅v  u  vcos  cos이다. 이때  u⋅v  cos ≤ 이다. 따라서 두 

단위벡터의 내적은 1보다 작거나 같다.
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《Section 5.3》

1.  x×y 
i j k
   
   

 i j k     

2.  y×x  x×y i j k

3.  y×z i j k이므로 x×y×z  i j k   

4.  x×y i j k 이므로 x×y×z i j k

5.  x×y i j k

6.  x×y i j k

7.  x×y i j k

8.  x×y i j k

9.  ∥x×y∥  ∥  i j k∥  

10.  ∥x×y∥  ∥i j k∥  

11.  ∥x×y∥  ∥∥  

12.  ∥x×y∥  ∥  i j k∥  

13.  

 ∥PQ×PR∥  

 ∥  i j k∥ 



14.  

 ∥PQ×PR∥  

 ∥i j k∥ 



15.  
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16.  x×y 
i j k
  

  
이고, 행렬식은 두 행을 교환하면 부호가 바뀌므로 x×y y×x 이다.

17.  x×y z  
i j k
  

        


 
i j k
  

  
 

i j k
  

  


 

따라서 x×y z  x×y x×z

18.  x y×z  
i j k

     

  


 
i j k
  

  
 

i j k
  

  


따라서 x y×z x×z y×z

19.  행렬식의 배는 한 행에 배 한 행렬의 행렬식과 같으므로

x×y  x×y x×y 이 성립한다.

20.  한 행이 모두 0인 행렬의 행렬식은 0이다. 따라서 x×  ×x 

21.  두 행이 같은 행렬의 행렬식은 0이므로 x×x 

22.  x와 y가 평행이라면 적당한 스칼라 에 대하여 x y이다. 즉, x의 각 성분은 y의 

각 성분에 배한 것이다. 따라서 행렬식의 성질에 의하여 x y일 필요충분조건은 

x×y  이다.

23.  외적의 성질에 의하여 x×y×z x⋅zy y⋅zx이므로

    x×y×z y×z×x z×x×y에서 

    x×y×z x⋅zy y⋅zx, y×z×x y⋅xz z⋅xy, 

    z×x×y z⋅yx x⋅yz

한편 내적은 교환법칙이 성립하므로 

    x×y×z y×z×x z×x×y

     x⋅zy y⋅zx y⋅xz z⋅xy z⋅yx x⋅yz  
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《Section 5.4》

1.  ∥x∥
x




         

2.  ∥y∥
y




         

3.  ∥z∥
z




                

4.  ∥w∥
w




       

5.  x⋅y ⋅ ⋅   ⋅ ⋅    

6.  x⋅y ⋅ ⋅ ⋅  ⋅   

7.  x⋅y ⋅ ⋅ 


⋅  ⋅ ⋅  

8.  x⋅


⋅





⋅





⋅


⋅⋅⋅ 



9.  (1) x⋅y ⋅ ⋅   ⋅  ⋅   이고, 

∥x∥             , 

∥y∥             이다. 

따라서  ≤  ⋅이므로 x⋅y ≤ x y 이 성립한다.

(2) x y   이므로 ∥x y∥           이다.

따라서  ≤   이므로  x y ≤ x  y 이 성립한다.
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10.  (1) x















⋮


 y















⋮


에 대하여 행렬의 덧셈에 대한 교환법칙을 이용하면 xy















⋮


















⋮


















⋮


















⋮


yx

(2) z















⋮


에 대하여 행렬의 결합법칙을 이용하면  x y z 




















⋮


















⋮























⋮


















⋮























⋮


















⋮







 y x z

(3) x















⋮


 













⋮


에 대하여 x  















⋮
















⋮
















⋮


















⋮


  x x

(4) x















⋮


에 대하여  x











 

 

⋮


이므로 x  x















⋮














 

 

⋮














 

 

⋮
 

















⋮


  x x 

11.  (1) x















⋮


 y















⋮


에 대하여 x⋅y ⋅ ⋅ ⋯⋅

 ⋅ ⋅ ⋯⋅

 y⋅x
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(2) z















⋮


에 대하여 x y⋅z 











 

 

⋮
 

⋅















⋮


         ⋯   

   ⋯      ⋯  

 x⋅z y⋅z

(3) x⋅y   ⋯ 

      ⋯    x⋅y
      ⋯    x⋅y

(4) x⋅x 
 

 ⋯
  ∥x∥ ≥ 

12.  x⋅y  ∥x∥∥y∥cos  ∥x∥∥y∥ cos이므로 코시-슈바르츠 부등식 

x⋅y ≤ x y 에서 등호가 성립할 필요충분조건은 cos  , 즉 두 벡터 x y 

사이의 각    또는   이다. 따라서 두 벡터 x y는 방향이 같거나 반대인 

평행인 벡터이다.

13.  


x y  


x y  


x y⋅x y x y⋅x y

 


x⋅x x⋅yy⋅y x⋅x x⋅y y⋅y

 


x⋅y

 x⋅y

14.  x⋅y yx
 y  x
 y  x

  x⋅y

15.     
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《Section 5.5》

1.  




 


  
  

2.  


 

 
 


 

3.  


 


   

4.  





 



5.  







  

6.  


 

 




7.  a    

8.  a    

9.        

10.    

11.          

12.           

13.  n    

14.  n    

15.  
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16.       


 


 




17.       


 


 




18.        
⋅ ⋅  ⋅  





19.       

  ⋅  ⋅ ⋅  



        

20.  세 점이 동일한 직선 위에 있다면 PQ   와 PR   은 평행해야 한다. 

즉 PQ PR 인 실수 가 존재한다. 그러나   인 는 없다. 따라서 

세 점은 동일한 직선 위에 있지 않다.     

21.        

22.        
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 Chapter 06 연습문제 답안 

《Section 6.1》

1.  



 










 





≠




 





이므로 벡터공간이 아니다.

2.         는 꼴이므로 벡터공간이다.

3.        이므로 스칼라곱에 닫혀 있지 않다. 벡터공간이 아니다.

4.  











 



















































≠












 












이므로 벡터공간이 아니다.

5.  





































≠












 












이므로 벡터공간이 아니다.

6.  부분공간임

7.  원점을 지나지 않으므로 부분공간이 아님

8.  부분공간임

9.  원점을 지나지 않으므로 부분공간이 아님

10.  부분공간임

11.  부분공간임

 

12.  


      이 주어진 집합에 포함되지 않으므로 부분공간이 아님 

13.  ⋯      ⋯  ∈ 이므로 부분공간이다.
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14.         ∉이므로 부분공간이 아니다.

15.    ⋯    ⋯      ⋯  ∉이므로 부분공간이 아니다.

16.  ∵
  



  
  



  이므로 부분공간이다.

17.    ∉이므로 부분공간이 아니다.

18.  x x   x x  b b b∉이므로 부분공간이 아니다.

19.  x x ⇒ x x   ⇒   x   ⇒   (x≠  이므로)

20.  x x ⇒  x  ⇒x≠  일때는    또는 ≠ 일때는 x  

21.  (1)  x    y    ∈  이면    ,

    이고   x y      이다. 따라서 

                  

이므로 x y∈이다.

(2) x y z          

          

            

         

          

        

 x vw

(3) x      

   

    

  x
 x

(4) x x       

       

 x  x  
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(5)x         x

(6) x    

   

    

   

 x

마찬가지로 x x

(7)  x     

     

     

      

 x x

(8) x y      

      

       

      

 x y

22.  [예제 6-1]의  집합 의 경우를 참고하라.

23.    가 벡터공간 ℝ의 두 부분공간이라 하자. 

x  x ∈∩ ⇒ x  x∈∩  을 보이면 된다.

x  x ∈∩ ⇒ x x∈ x x∈  

                ⇒ x  x∈ x  x∈   ( 는 ℝ의 부분공간)  

                ⇒ x  x∈∩     

 ∪ 는 ℝ의 부분공간이 아니다.

반례 :   





∈ℝ      ,   






∈ℝ     



 









 









 





∉ ∪이므로  ℝ의 부분공간이 아니다.

24.   가 ℝ의 부분공간이므로 x  x ∈  ⇒ x  x∈  이다.

x  x ∈ ⇒ x  x  x  x∈ 
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《Section 6.2》

1.         ⇒        

2.         ⇒     

3.    
   

 ≠ 이므로 일차독립이다.

4.   
  

    
   

 ≠이므로 일차독립이다.

5.      

6.  x  x  x x  x x    이므로 일차종속이다.

7.  x   x x   x x x     ⇒      x     x  x  

x x x가 일차독립이므로               

∴       

8.  det   ⋯  ≠이므로 일차독립이다.

9.    vv…v 을 ℝ의 벡터집합이라 하자.

v    ⋯

v    ⋯

⋮

v    ⋯

이라 하고,   

 v  v ⋯ v  

          ⋯   

   ⋯   

⇔ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
   ⋯  

이므로 개 미지수   ⋯ 를 갖는 개의 방정식으로 이루어진 동차연립일차방정

식이다.   이므로 즉, 미지수 개수가 방정식 개수가 많으므로 이 동차연립방정식은 
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자명하지 않은 해를 갖는다. 따라서   vv…v 은 일차종속이다.

10.   x   x ⋯ x   일 때    ⋯   임을 보이면 일차독립

이다.

   x   x ⋯ x

 x x ⋯x

 x x ⋯x

행렬 가 가역행렬이므로 양변에   을 곱하면

      x x ⋯x   x x ⋯x

⇒  x x ⋯x

그런데 xx…xn 이 ℝ에서 일차독립이므로    ⋯   이 되어 

xx…x 도 일차독립이다.

11.  만일 x  이라 하면 임의의 스칼라  ≠ 에 대하여 

 x ⋯x  이므로    x … x는 일차종속이다.

12.  의 부분집합  ′을  ′  x x … x  ≤  ≤ 라 하고  ′이 일차종속이라 하

면  ≠ ≤  ≤ 에 대하여 x x ⋯x  

을 만족한다. 따라서 x x ⋯x x  x   ⋯x   이므로 는 
일차종속이다. 또한 이 명제의 대우도 참이므로 가 일차독립이므로  ′도 
일차독립이다.

《Section 6.3 연습문제》

1.   
  
  

     
 ≠이므로 일차독립이고 기저이다.

2.   
  
   

    
 이므로 일차종속이다. 기저가 아님.

3.  기저가 되기 위해서는 적어도 벡터가 세 개가 필요하므로 는 기저가 될 수 없다.
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4.   
  
   
  

 ≠이므로 는 일차독립이므로 는 기저이다.

5.   
  

    
   

 ≠이므로 는 일차독립이므로 는 기저이다.

6.  가 일차종속이므로 기저가 될 수 없다.

7.  는 4개의 벡터를 가지므로 일차종속이다. 그래서 기저가 아님.
       

8.              이므로 기저는    이
고 dim  이다.

9.          이므로 기저는  이고 dim  

이다.

10.        이므로 기저는 이고 dim  이다.

11.          이므로 기저는  이고 dim  이다.

12.   
  
  
  

≠ ⇔  ≠  ≠ 인 모든 실수값을 선택하면 된다.

13.  두 벡터 (1,0,1,0)과 (0,1,-1,0)는 일차독립이므로 표준단위벡터  를 

추가하면 ℝ의 기저가 된다.

14.  x x … x가 일차독립임을 보이면 ℝ의 기저이다.
 x   x ⋯  x   일 때    ⋯   임을 보이면 일차독립
이다.

   x   x ⋯ x

 x x ⋯x

 x x ⋯x

행렬 가 가역행렬이므로 양변에   을 곱하면
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      x x ⋯x   x x ⋯x

⇒  x x ⋯x

그런데 xx…xn 이 ℝ에서 일차독립이므로    ⋯   이 되어 

xx…x 도 일차독립이다.

15.  ℝ의 모든 부분공간은 항상 벡터공간이므로 항상 기저를 갖는다.

16.  vv  vv  v  v 가 일차독립이면 ℝ의 기저이다.

v vv v vv  

⇒   v  v v  , vvv

가 기저이므로             ,        이므로 

vv vv  v v 가 일차독립이다.
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《Section 6.4》

1.  행공간의 기저는  이므로 차원은 2이다.

2.  행공간의 기저는   이므로 차원은 3이다.   

3.  행공간의 기저는   이므로 차원은 3이다.

4.  행공간의 기저는    이므로 차원은 4이다. 

5.  행공간의 기저는       이므로 차원은 3이다.

6.  행공간의 기저는    이므로 차원은 4이다.

7.  행공간의 기저  , 열공간의 기저 







































   

8.  행공간의 기저   , 열공간의 기저 



















































   

9.  행공간의 기저   , 열공간의 기저 


































































 

10.  행공간의 기저   ,

열공간의 기저 
























































































   

11.      이므로 해공간의 기저는  이고 차원은 1이다.

12.                     이므로 해공간의 

기저는    이고 차원은 2이다.

13.  rank  이므로 해공간의 기저는 이고 nullity 은 0이다.
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14.  rank  이므로 해공간의 기저는 이고 nullity 은 0이다.

15.  rank  이므로 해공간의 기저는 



















 


















 











이고 nullity 은 2이다.

16.  rank  이므로 해공간의 기저는 




















 

















 













이고 nullity 은 2이다.

17.    

18.   








    

     
    

는 rank   이다.

  








    

     
    











   
   
  

    










   

    
   

는 rank    이다.

  











   
   
  

    









    

     
    













    
    
    

      

는 rank    이다.

19.       

20.  (1)  








  

  
  

의 계수는 2이고 퇴화차수는 1이다.

(2)  











   
   
   
   

의 계수는 2이고 퇴화차수는 2이다.

(3) 계수는 2이고 퇴화차수는  이다.

21.    x x … x은 x 의 해집합의 부분집합이면 모든    ⋯ 에 대하여 

x  을 만족한다.

〈〉 x  x ⋯x  ∈ℝ이므로 
x  x ⋯x x  x ⋯ x   ⋯  이다.

〈〉 x  x ⋯x  ∈ℝ속하는 모든 벡터는 x 의 해이다.



- 59 -

22.  동차연립일차방정식 x  의 계수행렬  가 성분이 모두 인 열을 번째 열이라면  
x  의 해공간 벡터 x의 번째 성분 는 임의의 실수 값이므로 x  는 자명하

지 않은 해를 갖는다.

23.  x  가 자명하지 않은 해를 갖는다면 역행렬을 갖지 않으므로 rank    또는   이
므로 rank-nullity정리에 의하여 nullityA =1 또는 2이다.

24.  (1)⇒(2) : rank-nullity정리에 의하여 rank nullity  이므로 nullity   이

다.

(2)⇒(6) nullity   이면 rank-nullity정리에 의하여 rank   이다. 그러면 행렬 
의 RREF는 이므로 는 과 행동치이다.
(6)⇒(7) 와 가 행동치이므로 다음을 만족하는 기본행렬   ⋯ 가 존재하면

  ⋯    .

따라서, 

det ⋯   det ⋯ det det   det .

∴det

는 가역이다.

(7)⇒(8) : 는 역행렬이 존재하고     


adjA 이므로   이다.

(8)⇒(7) :    이고     


adjA 이므로 는 역행렬이 존재한다.

(7)⇒(5) : 행렬 가 가역이면 의 역행렬   가 유일하게 존재하므로 
  x    b ⇒ x   b

이다. 즉, 연립일차방정식 x  b 가 유일한 해를 x   b 갖는다. 

(5)⇒(4) : b  이면   x     ⇒ x    ⇒ x  .

(4)⇒(3) : x 은 자명한 해 x  만을 갖으면 행렬 는 역행렬이 존재하므로
det≠ 이므로 [정리 6-2]에 의하여 의 모든 행(열) 벡터는 ℝ에서 일차독립이다.
(3)⇒(1) : 의 모든 행(열) 벡터는 ℝ에서 일차독립이면 [정리 6-2]에 의하여
det≠ 이다. 그러면 행렬 의 행공간의 차원은 이므로 rank  
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《Section 6.5》

1.       ⇒ x  


 




 

2.        ⇒ x  










 



3.         ⇒ x   


 




 

4.          ⇒ x   



















5.       ⇒ x   


 


 



6.           ⇒ x   















 







7.    





 





 ⇒ x   


















8.     


 


 


 


 


 


 


 


 


 ⇒ x   









 



9.        ⇒ x  


 





, 또는 x  



 


 

  

 

 




 




 






      ⇒ x  

















, 또는 x  



 


 

  

 

 




 











 







10.            
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11.       ⇒ x  


 




 
, 또는  x  



 


 

 

 

 




 




 




 

     ⇒ y 


 




 
, 또는 x  



 


 

 

 

 




 




 




 

12.       


 


 

  

 

 

 

 


   

  

13.      ⇒ x  


 




 
, 또는 x  



 


 

 

 

 









 




 

    ⇒ y 


 


 


, 또는 x  



 


 

 

 

 









 




 

14.            


 


 

 

 

 


 

 




 


   

 

15.      ⇒ x   


 


 


 , 또는  x   



 


 

 

 

 









 


 


 

    ⇒ y  


 





, 또는  x   



 


 

 

 

 









 





 

16.             


 


 

 

 

 


 

 




 


   

 

17.   →  
  

     
     

     →  
 →  




 


 

  


 


 

 




 


 

 

18.      

19.     








  

  
  

 

 










   

   
   

이므로 

  

 


 


 


 


 


  


 


 


이다.

20.    vv…v가 차원 벡터공간 ℝ의 기저라 하면 ℝ의 벡터 x는 

x  
  



v ∈ℝ  로 유일하게 표현되므로  x   















⋮


  ⋯



- 62 -

따라서 x  x ⋯x  











  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮
  ⋯  

 













⋮
 

⋯













⋮
 

        x    x  ⋯  x 

21.  x  y ⇔  x  y  x ⋯x  ⇔  x    y  













⋮
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《Section 6.6》

1.  x⋅y ×   × ×  이므로 두 벡터는 직교이다.

2.  x⋅y × × ×    ×  ≠이므로 두 벡터는 직교가 아니다.

3.  x⋅y ×  × ×  ×  ≠이므로 두 벡터는 직교가 아니다.

4.  x⋅y 이므로 두 벡터는 직교이다.

5.   ⋅   ⇒    이므로 수직인 단위벡터는 


 


  이다.

6.  각 서로 다른 벡터의 내적을 구하면 이고 자기 자신을 내적을 구하면 이므로 정규직

교집합이다.

7.  각 서로 다른 벡터의 내적을 구하면 이고 자기 자신을 내적을 구하면 이므로 정규직

교집합이다.

8.     ± 



9.  x⋅x  ×   ×  × ×  , 

x⋅x  ×  × × ×  ,    

x⋅x   ×  × × ×  

이므로 주어진 세 개의 벡터가 서로 수직이다.

10.  x      이다.

11.  10번에서 구한 벡터는 서로 수직이므로 각 벡터의 크기만 나누어 주면 정규직교벡터가 

된다.









y 














 



y 












 
 



y 

















 y 












 












.

12.  
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13.  y 
















,   y 











 





14.  Gram-Schmidt 정규직교화과정으로부터 yyy 는 각각 다음과 같다.

y x

x





















z  x  proj 
x  x  x⋅y y 












 

따라서 

y z 

z
























z  x  proj
x  x  x⋅y y  x⋅y y












 











































































y z

z
























따라서 

 





















































































15.  Gram-Schmidt 정규직교화과정으로부터 yyy 는 각각 다음과 같다.
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y x

x
























z  x  proj
x  x  x⋅y y 























따라서 

y z 

z
























z  x  proj 
x  x  x⋅y y  x⋅y y















































































 







y z

z






















따라서 

 






















































































16.      을 만족하는 기저를 다음과 같다.
x    x   

Gram-Schmidt 정규직교화과정으로부터 yy 는 각각 다음과 같다.
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y x

x






















z  x  proj
x  x  x⋅y y 











 
 



따라서 

y z 

z
























17.  x x⋅uu x⋅uu ⋯ x⋅uu , 

y y⋅uu y⋅uu ⋯ y⋅uu로 표현할 수 있으므로

x⋅y  x⋅uu x⋅uu ⋯ x⋅uu⋅y⋅uu  y⋅uu ⋯ y⋅uu

     
  



x⋅u u ⋅y
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《Section 6.7》

1.  



























 


 

 
 

2.  

















































 






 






  



3.   


 


  

  




























 


  

 

4.   











  
  
  
  
























 





 














 





 













   
  
  
  

5.   











  
  
  
  



















 






 








































 











  



  

6.  x  b ⇒
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7.   











  
  
  
  


























 


 






 












 











  

  
  

⇒x  b ⇒








  

  
  


























 

 
 

           

8.  x  b ⇔ x  b  이므로    ⇒   

9.     이므로 ≠det  det det  ± ⋯  이다. 

       ∴ ≠    ⋯  

10.       이므로   
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 Chapter 07 연습문제 답안 

《Section 7.1》

1.  선형변환

2.  선형변환 아님:    ≠ 

3.  선형변환 아님:          ≠  

4.  선형변환 아님:    ≠ 

5.  선형변환

6.  선형변환

7.  선형변환 아님:     tan≠  

8.  선형변환 아님:     ≠ 

9.  선형변환 아님:          ≠   

10.  선형변환

11.  


 


  

 

12.  


 


 

  

13.  
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14.  








   

   
  

15.      

16.     

17.     

18.      

19.             

20.  x x x  










 


 











 











 














 
 


21.  (1) tr   tr tr

tr          ⋯    

     ⋯       ⋯ 

 tr  tr

(2) tr    tr  tr

tr          ⋯    

     ⋯       ⋯  

 tr  tr

22.    ≠ 

23.  











  
   
  
  

  

24. 
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《Section 7.2》

1.  


 


  

  

2.  



 


cos tan  sin tan 

sin tan   cos tan 

3.  


 


  

  

4.  


 


 

 

5.  


 


 

 

6.  
























7.  ∆의 넓이=6

8.  

9.  24

10.   


 


 

 


 









 


 

 
이므로     

11.  회전변환은 도형의 크기를 변화시키지 않으므로 넓이가 변하지 않는다.
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12.      

13.  y-축 층밀림, y-축 확대, y-축 대칭, x-축 층밀림

14.  







15.  
























16.  

  


  


17.  tan   이므로 cos  


, sin  



그러므로  

 


 


cos sin 

sin   cos





 


cos   sin sin  cos 

sin  cos   cos   sin














 













  

 



 


cos  sincos 

sin cos  sin
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《Section 7.3》

1.  예

2.  아니오

3.  예

4.  아니오

5.  ker      

6.  ImL  \∈

7.  예

8.  아니오

9.  예

10.  아니오

11.  ker    

12.  ImL  ∈

13.  아니오

14.  예

15.  예

16.  아니오

17.  ker     ∈
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18.  ImL    ∈

19.  단사

20.  rankL  

21.  rankL  

22.  nullityL  

23.  선형변환   ℝ → ℝ 이 x  x 일 때,  이 단사일 필요충분조건은 표준행

렬의 계수 이므로 가역이다. 그러므로 det ≠  이다.

24.  x  x 일 때, ImL 은  의 열벡터들의 모든 일차결합이므로 열공간이다.

25.    이므로 b 은 열공간에 들어있다.

26.  은  에 들어 있지 않다.

27.  
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《Section 7.4 》

1.  직교행렬

2.  직교행렬

3.  x⋅y  

4.  x    y  

5.  det


































 



 

6.  det

















 





 

7.      


 



8.      

9.  


 

10.  x⋅ y   x y   x  y이므로 x⋅ y  이다.  

11.    ,   



12.    ,   
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13.  


 ,   



14.  


 


cos  sin 

 sin  cos 

15.  


 


cos  sin 

sin   cos 

16.  가 직교행렬이므로 각을 보존한다. 그러므로 사잇각은   tan 
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《Section 7.5》

1.   










    
     
   

2.   








   

   
  

3.       ,      

4.  


 


 

 


 


  

 

5.  


 


 

 


 


 

 

6.  


 


  

 




 


 

 


 


 

 


 


  

 

7.  


 


 

 




 


 

 


 


 

 

8.  ℝ에서 축에 대칭인 선형변환

9.  ℝ에서 축에 대칭인 선형변환

10.  ℝ에서    축약인 선형변환

11.  ℝ에서    늘림인 선형변환

12.      

    

13.  
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14.  ∘  ∘

15.   


 


  

 

16.   ∘ x   ∘ y 단사

 x   y 단사


x  y

17.  직선의 매개방정식을      

   
라 하면          

      
이므로 

직선이다.
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《Section 7.6 》

1.    


 


  

  
,   










 


 



 






2.    


 


  

  
,   










 


 






 



3.    


 


 

 
,   



 


 

 

4.    


 


 

  
,   



 


 

 

5.    








   

   
   

,   








   

   
   

6.    








   

   
    

,   











 


 






 






   



7.      

8.          인 가 존재하므로 닮음이다.

9.  임의의 양의 정수  에 대하여   는           이므로 닮은 

행렬이다.

10.                    

11.      이므로              이다. 그러므로   와   는 

닮음행렬이다.
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12.  가역행렬   에 대하여  와  는 닮음행렬이다.

13.   와  가        인 멱영원이라면  와  는 닮음행렬이다.

14.  선형변환이   ℝ → ℝ이고   x ⋯  x,   y ⋯  y가 각각 ℝ과 

ℝ의 기저이면, 행렬  y y ⋯ y   x    x    ⋯  x   을     와 같은 

형태의 RREF로 변환하여      를 쉽게 구한다. 그런데 행렬의 RREF는 

유일하다.

15.  (1)      라 하면 는 가역 행렬이므로 계수를 변화시키지 않는다. 그러므로 

계수가 같다.

(2) 계수가 같으므로 rank-nullity 정리에 의해 퇴화차수가 같다.

(3) 특성다항식이 같으므로 고유값이 같다. 그러므로 대각합이 같다.
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《Section 7.7》

1~4.  

5.   


 


     

     
,  











   
   
   
   

6.   


 


    

    
,  











   
   
   
   

7.   


 


      

      
,  











    
    
    
    
    

8.   


 


      

       
,  
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9.  













 












  

10.  
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 Chapter 08 연습문제 답안 

《Section 8.1》

1.     

2.    

3.       

4.    

5.    

6.    

7.          

8.          

9.    (다른 두 고유값은 복소수)

10.    

11.  주어진 행렬의 고유값은       .

  에 대응하는 고유벡터는 x  


 


 


≠ ,

  에 대응하는 고유벡터는 x  









 





≠ 

고유값   에 대응하는 고유공간의 기저는 


 

 

고유값   에 대응하는 고유공간의 기저는 
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12.  주어진 행렬의 고유값은           

  에 대응하는 고유벡터는 x  










 



≠ 

   에 대응하는 고유벡터는 x  










  

  


  

  



≠ 

    에 대응하는 고유벡터는 x  










  

  


  

  



≠ 

고유값   에 대응하는 고유공간의 기저는 


















 











고유값    에 대응하는 고유공간의 기저는 



















  

  


  

  












고유값    에 대응하는 고유공간의 기저는 



















  

  


  

  












13.  주어진 행렬의 고유값은          

   에 대응하는 고유벡터는 x   
















 
















 ≠ 

  에 대응하는 고유벡터는 x  











 




≠ 

  에 대응하는 고유벡터는 x  











 




≠

고유값    에 대응하는 고유공간의 기저는 
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고유값   에 대응하는 고유공간의 기저는 




















 













고유값   에 대응하는 고유공간의 기저는 




















 













14.  주어진 행렬의 고유값은      

  에 대응하는 고유벡터는 x  













 



≠ 

  에 대응하는 고유벡터는 x  
















≠ 

고유값   에 대응하는 고유공간의 기저는 






















 












고유값   에 대응하는 고유공간의 기저는 


































15.    ⋯

16.  주어진 행렬의 특성방정식은        , 

            임을 알 수 있다.

17.             이므로       이다. 이 식의 양변에  

을 곱한 후 정리하면   








  

   
   

이다. 한편    





















 












 






이다.

18.   가 닮은 행렬이라면 가역행렬 에 대하여     이다. 
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따라서 닮은 행렬 는 동일한 특성다항식과 고유값을 갖는다.

19.        

  

      

20.  정리 7.1.3에 의하여 det    ⋯ 이다. 따라서   일 필요충분조건은 

det  이다.

21.  차 정사각행렬 가 하삼각행렬이라면  











  ⋯ 

  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

이다. 그러면  도 

하삼각행렬이므로 고유값을 구하면 

       
      ⋯ 

     ⋯ 

    ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯  

 이므로 고유값은 행렬 의 

고유값은 주대각선 성분   ⋯ 임을 알 수 있다. 

22.  행렬 의 특성다항식은 

   det  
    ⋯ 

    ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
    ⋯  


이고,  차 항의 계수는     ⋯    항에서만 만들어지므로

       ⋯ 
   ⋯

그런데 의 고유값을   ⋯ 이라 하면

       ⋯   

     ⋯ 
   ⋯
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따라서 

  ⋯    ⋯  tr
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《Section 8.2》

1.  P=  x x 








 



 
이다. 따라서 는 대각화 가능하고

   


 


  

  


 


  

 









 



 




 


 

 
 

2.  P=  x x 


 


  

 
이다. 따라서 는 대각화 가능하고

   















 






 


 

   


 


  

 




 


  

 
 

3.  P=  x x 


 


  

 
이다. 따라서 는 대각화 가능하고

   










 














 


 

 


 


  

 




 


 

 
     

4.  고유값은 실수범위에서 구할 수 없다. 따라서 이 행렬은 대각화 가능하지 않다.

  

5.  P=  x x x 








  

   
  

이다. 따라서 는 대각화 가능하고

   











  






 






  









  

  
  









  

   
  










  

  
  

       

6.  고유값은 실수범위에서는 구할 수 없다. 따라서 이 행렬은 대각화 할 수 없다. 

7.  P=  x x x 








  

  
  

이다. 따라서 는 대각화 가능하고 
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8.  P=  x x x 










    
  
  

이다. 따라서 는 대각화 가능하고

   











 


 






 





 





















  

  
  











    
  
  












   
   
  

    

9.  P=  x x x x 











   
   
   
   

    이다. 따라서 는 대각화 가능하고

   











   
   
    
    











    
    
    
    











   
   
   
   













    
    
   
   

            

10.  P=  x x x x 











   
   
    
   

이다. 따라서 는 대각화 가능하고
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11.   


 


 

 
의 특성다항식을 구하면            

따라서 일반적으로 가 대각화 가능하려면 이 방정식이 서로 다른 두 근을 가져야 

한다. 즉,                   

12.   


 


 

 
의 특성다항식을 구하면            

따라서 일반적으로 가 대각화 가능하지 않으려면 이 방정식이 근을 갖지 않아야 한

다. 즉,                   이면 는 대

각화 가능하지 않다.

13.  행렬  


 


 

 
의 고유값을 구하면      이다. 한편       

 
이므로 

행렬 는 행렬 를 대각화하는 행렬이다.

14.  행렬  








   

   
  

의 고유값을 구하면      이고, 이 고유값에 대응하는 

고유벡터는 각각  x











 x












 x











 



이고 일차독립이므로 다음 행렬이 행렬 

를 대각화 하는 행렬이다. 

P=  x x x 








   

  
  

    

15.  행렬  










  
   
  

의 고유값을 구하면         이다. 

즉, 3개의 고유값이 모두 다르므로 주어진 행렬은 대각화 가능하다.

16.  주어진 행렬의 특성방정식은      이므로 고유값은 1과 –2이다. 이때 1이 

중근이므로 고유값 1의 대수적 중복도는 2이고 고유값 2의 대수적 중복도는 1이다.

17.  주어진 행렬의 특성방정식은         이므로 고유값은 -1과 3이다. 

이때 –1과 3은 중근이므로 두 고유값의 대수적 중복도는 2이다. 

18.  문제오류 (삭제바람)
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19.  행렬  가 대각화 가능이라면 가역행렬 와 대각행렬 에 대하여     이다. 

그런데 대각행렬 의 역행렬   도 대각행렬이고

       

        

     

따라서   도 대각화 가능하다.

20.  행렬  가 대각화 가능이라면 가역행렬 와 대각행렬 에 대하여     이다. 

그런데 대각행렬 에 대하여  도 대각행렬이고 

       ⋯   

        ⋯   

    

따라서  도 대각화 가능하다.

21.  행렬  가 대각화 가능이라면 가역행렬 와 대각행렬 에 대하여     이다. 

그런데 대각행렬 의 역행렬  도 대각행렬이고 

     

     

        

        

따라서  도 대각화 가능하다.
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《Section 8.3》

1. 고유값은      이고, 이 고유값에 대응하는 고유벡터는 각각  

x


 


 


 x



 





이다. 따라서 고유값   에 대응하는 고유공간의 차원은 1이고, 

고유값   에 대응하는 고유공간의 차원은 1이다.  

2.  고유값은      이고, 고유값   에 대응하는 고유벡터는 x










 


이므로 

고유값   에 대응하는 고유공간의 차원은 1이다. 고유값   에 대응하는 

고유벡터는 x











 x












이므로 고유값   에 대응하는 고유공간의 차원은 

2이다. 

3.  고유값은      이고, 고유값   에 대응하는 고유벡터는 

x










 


 x










 



이므로 고유값   에 대응하는 고유공간의 차원은 2이다. 

고유값   에 대응하는 고유벡터는 x











이므로 고유값   에 대응하는 

고유공간의 차원은 1이다. 

4.  고유값은      이고, 고유값   에 대응하는 고유벡터는 

x
















 x
















 x











 




이므로 고유값   에 대응하는 고유공간의 차원은 

3이다. 고유값   에 대응하는 고유벡터는 x
















이므로 고유값   에 

대응하는 고유공간의 차원은 1이다. 

5.  전치행렬과 역행렬이 같다. 따라서 이 행렬은 직교행렬이다. 

6.  전치행렬과 역행렬이 같다. 따라서 이 행렬은 직교행렬이다. 
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7.  역행렬은 전치행렬과 같으므로       











  

 


 



  






이다. 

8.   
























9.   
























10.   

























  

    

11.   













  



  




 


  

12.   











 


 



 


 



















 




       

13.  x⋅y x⋅⋅y
  x y
   xy

 xy
 x⋅y

14.  det    detdet    detdet   det det  det   



- 94 -

따라서 det ±이다.

15.   x   x  x x

따라서   이므로 고유값의 절대값은 1이다. 

16.      

     

  

따라서 는 직교행렬이다.

17.  가 직교행렬이므로          이다. 따라서  도 직교행렬이다.

18.  (1)⇒(2) 가 직교행렬이면      이므로               

(2)⇒(3)       이면 서로 다른 열(행)벡터의 내적은 0이고 같은 벡터의 내

적은 1이다. 따라서 의 열(행)벡터들은 정규직교집합을 이룬다.

(3)⇒(1) 의 열(행)벡터들이 정규직교집합을 이루면 는 직교행렬이다. 
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《Section 8.4》

1.    


 


  

  

 

2.    


 


  

  
 

3.    








   

  
   

 

4.    








   

  
  

5.    












 

    



   



  

6.      



 


 

 

7.   


 


 

 
 x 




 





라 하면

 x 



 





  x

  



 






따라서   을 계산하면  년 후의 인구분포를 알 수 있다. 그런데 행렬 A의 고유값이 

   


이고 이에 대응하는 고유벡터는 각각 

v  


 





 v  



 


 


 ∈ℝ 

이므로 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.  
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이때  가 충분히 크면 
 



는 점점 작아져 0에 수렴하게 되므로 

 


 


  

 











 

 
 



















 





≈



 


  

 


 


 

 

















 





























           

       ∴ x ≈



























 



















  




  

   

















그러므로 초기 인구분포에는 상관없이 오랜 기간 후에는 전 인구의 


는 도시에 


은 

시골에 거주하게 된다. 

8.  초기 인구분포에는 상관없이 오랜 기간 후에는 전 인구의 


는 도시에 


은 시골에 

거주하게 된다. 

9.  호랑이와 산토끼는 모두 멸종한다.

이상을 종합하면 포획률  가   일 때는 호랑이와 산토끼는 조화를 이루며 살아가

고,   일 때는 호랑이와 산토끼의 수가 매년 증가하여 결국 인구폭발이 되며, 

  일 때는 호랑이와 산토끼는 모두 멸종한다. 

10.  
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11.  y  x










 



 




 





















  







  



12.  y  x










 






 




 




 















 




   







   



13.               

14.     

   

   


